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预备知识



原子单位制

可能会有同学没在课内接触过

我们对氢原子的基态波函数做一个坐标变换: x, y, z → λx, λy, λz,能量也写成 E → E ′Ea,得到[
− h̄2

2me
∇2 − e2

4πε0r

]
ϕ = E ϕ −→

[
− h̄2

2meλ2
∇′2 − e2

4πε0λr′

]
ϕ′ = E ′Eaϕ

′

我们想让所有的系数都消掉,得到一个简洁的
方程. 这就需要让

h̄2

meλ2
=

e2

4πϵ0λ
= E a

可以解出 λ就是 Bohr半径

λ =
4πε0h̄

2

mee2
= a0

λ是原子单位制中的长度单位, 就叫做 Bohr.
Ea也随之确定,它是能量单位,叫做Hartree.
用它们可以写出简单的方程(

−1

2
∇′2 − 1

r′

)
ϕ′ = E ′ϕ′

同样其他单位也能进行类似的换算.
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Born-Oppenheimer近似 (问题的第一次简化)

这里只做定性的讨论

分子中 N 个电子和M 个原子核的 Hamiltonian可以写做

H =−
N∑
i=1

1

2
∇2

i−
M∑

A=1

1

2MA
∇2

A −
N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

riA
+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB

RAB

其中 r, i, j 表示电子的位置和指标, R,A,B 表示原子核的位置和指标. MA 是核与电子的质量之比.

我们知道原子核的质量远大于电子的质量,其运动速度也更慢. 可以近似地认为原子核在分子中保持不
动,即忽略原子核的动能并把原子核的库伦排斥近似为常量. 那剩下的就叫做电子的 Hamiltonian

Helec = −
N∑
i=1

1

2
∇2

i −
N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

riA
+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

rij

解完电子问题,我们也可以用电子的平均能量来得到原子核的势能面,由此刻画原子核的运动.
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自旋轨道

轨道就是单电子的波函数

空间轨道 ψi(r) 是位置矢量 r的函数
自旋轨道 χi(x) 是自旋坐标与空间坐标 x的函数

我们可以用空间表示自旋轨道,其中 α(ω)和 β(ω)是电子自旋的完备集

χ(x) =
{
ψ(r)α(ω)
ψ(r)β(ω)

如果空间轨道正交,那么自旋轨道也正交

自旋轨道的好处是不用再考虑一个空间轨道可以塞下两个电子的问题了

5/33



Hartree-Fock近似方法



Hartree-Fock近似方法

Hartree, Fock, Slater



Hartree积

考虑无相互作用一堆电子
总的 Hamiltonian就是单电子 Hamiltonian的
和

H =

N∑
i=1

h(i)

每个 h(i)都有一堆自旋轨道 {χj}作为本征函数

h(i)χj(xi) = εjχj(xi)

如果把每个电子的自旋轨道分别取一个乘起来

ΨHP(x1, x2, · · · , xN) = χi(x1)χj(x2) · · ·χk(xN)

则

H ΨHP = EΨHP

E = εi + εj + · · ·+ εk

独立性 /无相关性

|ΨHP(x1, x2, · · · , xN)|2dx1 · · · dxN

=|χi(x1)|2dx1|χj(x2)|2dx2 · · · |χk(xN )|2dxN

扑克牌的例子

可分辨性 /过于经典
• 电子 1在 χi 上,电子 2在 χj 上

• 不满足交换反对称性 (但确实满足
Pauli原理)

Hartree积看起来简单,但是很多地方不
符合物理
这也是大家现在都直接上 Hartree-Fock
而不是用 Hartree的一些原因
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历史简述

• D. R. Hartree在 1927年提出了一套自洽场方法,计算近似的波函数和能量. 但这里不单独讲述.
• 提出该方法的一大动机就是用 ab initio的方法处理多体,而不是用一些经验参数
• J. C. Slater和 J. A. Gaunt在 1928年分别用变分的方法夯实了理论基础
• J. C. Slater和 V. A. Fock在 1930年分别指出了反对称问题
• Hartree在 1935年把 Fock的理论里的群论改掉,使得更加方便计算 (快说,谢谢 Hartree)
• 直到上世纪 50年代才开始广泛应用
• 是现代量子化学计算等领域的重要基石
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Slater行列式

虽然叫 Slater行列式,但这玩意人家 Heisenberg和 Dirac在 1926年就用过了

默认大家在量子力学中已经接触过了

N 个电子在 N 个态上就可以写为:

Ψ(x1, x2, . . . , xN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χi(x1) χj(x1) · · · χk(x1)

χi(x2) χj(x2) · · · χk(x2)
...

...
...

χi(xN ) χj(xN ) · · · χk(xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
满足归一性和交换反对称性.

如果默认电子的坐标是 x1, x2, . . . , xN ,那 Slater行列式可以简写为

Ψ(x1, x2, . . . , xN ) = |χiχj · · ·χk⟩
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Slater行列式的交换关联性

若两电子自旋相反,而且占据不同的空间轨道

χ1(x1) = ψ1(r1)α(ω1)

χ2(x2) = ψ2(r2)β(ω2)

则

|Ψ|2dx1dx2 =
1

2
|ψ1(r1)α(ω1)ψ2(r2)β(ω2)− ψ1(r2)α(ω2)ψ2(r1)β(ω1)|2dx1dx2

P (r1, r2)dx1dx2 =

∫
dω1dω2|Ψ|2dr1dr2 =

1

2

[
|ψ1(r1)|2|ψ2(r2)|2 + |ψ1(r2)|2|ψ2(r1)|2

]
dr1dr2

自旋反平行的电子之间缺失关联作用
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如果自旋是平行的,我们把 β 都换成 α

|Ψ|2dx1dx2 =
1

2
|ψ1(r1)α(ω1)ψ2(r2)α(ω2)− ψ1(r2)α(ω2)ψ2(r1)α(ω1)|2dx1dx2

这样交叉项就不是零了,概率也就有了关联性

P (r1, r2)dx1dx2 =
1

2

{
|ψ1(r1)|2|ψ2(r2)|2 + |ψ1(r2)|2|ψ2(r1)|2

− [ψ∗
1(r1)ψ2(r1)ψ∗

2(r2)ψ1(r2) + ψ1(r1)ψ∗
2(r1)ψ2(r2)ψ∗

1(r2)]
}

注意到 P (r1, r1) = 0,我们称电子周围有费米穴

总之,在单 Slater行列式中,同自旋电子之间的运动是相关的,自旋相反的电子是不相关的.
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Hartree-Fock近似方法

Hartree-Fock方法的基本思想



基本形式 (问题的第二次简化)

目标 寻找一组自旋轨道 {χa},使单行列式 |Ψ0⟩ = |χ1χ2 · · ·χN ⟩是该形式下基态的最佳近似.

基态能量一定是最低的能量 E0 = ⟨Ψ0 |H |Ψ0⟩

所以利用变分原理,改变自旋轨道,使得能量最低,就能够导出 Hartree-Fock方程 (在下一节会证明)

F |χa⟩ = εa |χa⟩

其中 F 是 Fock算符,定义为

F(i) = −1

2
∇2

i −
M∑

A=1

ZA

riA
+ vHF(i)

vHF(i)是 i电子感受到其他电子对其造成的平均势,由其他电子的自旋轨道决定.

单行列式和平均势的近似是等价的,正是因为单行列式缺失电子之间的关联性. 后面用单行列式可自然
导出平均势的结果.
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基本手续与基组 (问题的第三次简化)

F |χa⟩ = εa |χa⟩

1. 假设一组自旋轨道
2. 用自旋轨道计算每个电子受到的平均场 vHF(i)

3. 用这个平均场解方程,得到新的自旋轨道
4. 回到 2,直到有效场不再变化,自旋轨道与 Fock算符的本征函数一致

正是因为这种手法, Hartree-Fock方法也和 SCF (Self-Consistent Field)方法这种叫法混用.

实际上真正算的时候是用有限大的基组 {ϕµ(r)|µ = 1, 2, · · · ,K}展开,计算展开系数的矩阵本征值方
程. 选取的基函数集 {ϕµ}越大越完全,展开自旋轨道时的灵活性就更强,能量期望也就越低,直到
Hartree-Fock极限.

存在一个极限不等于严格的基态能量也很好理解,毕竟只是处理了一个近似而已.
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Hartree-Fock近似方法

Hartree-Fock方程的导出



能量

回忆 Slater行列式和电子的 Hamiltonian

|Ψ0⟩ = |χ1χ2 · · ·χaχb · · ·χN ⟩ , H =

N∑
i=1

(
−1

2
∇2

i −
M∑

A=1

ZA

riA

)
︸ ︷︷ ︸

h(i)

+
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

1

rij︸︷︷︸
g(i,j)

h(i)和 g(i, j)在该 Slater行列式下的期望值分别为 (两个轨道的例子)〈
Ψ0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

h(i)

∣∣∣∣∣Ψ0

〉
=

N∑
a=1

⟨χa|h |χa⟩

〈
Ψ0

∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

g(i, j)

∣∣∣∣∣∣Ψ0

〉
=

N∑
a=1

N∑
b=1,a ̸=b

[⟨χaχb| g |χaχb⟩ − ⟨χaχb| g |χbχa⟩]

则能量
E =

N∑
a=1

⟨χa|h |χa⟩+
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

[⟨χaχb| g |χaχb⟩ − ⟨χaχb| g |χbχa⟩]
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两个轨道的例子

⟨χaχb |h(1)|χaχb⟩ =
1

2

∫
(χa(1)χb(2)− χb(1)χa(2))

∗
h(1) (χa(1)χb(2)− χb(1)χa(2)) dx1dx2

“平方项”

1

2

∫
χa(1)

∗χb(2)
∗h(1)χa(1)χb(2)dx1dx2 =

1

2
⟨χa |h|χa⟩ ⟨χb|χb⟩ =

1

2
⟨χa |h|χa⟩

“交叉项”

1

2

∫
χb(1)

∗χa(2)
∗h(1)χa(1)χb(2)dx1dx2 =

1

2
⟨χb |h|χa⟩ ⟨χa|χb⟩ = 0

所以 〈
χaχb

∣∣∣∣∣
2∑

i=1

h(i)

∣∣∣∣∣χaχb

〉
= 2

(
1

2
⟨χa |h|χa⟩+

1

2
⟨χb |h|χb⟩

)
=

2∑
a=1

⟨χa|h |χa⟩

g同理而且更显然,不详细写出
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E =

N∑
k=1

⟨χa|h |χa⟩+
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

[⟨χaχb| g |χaχb⟩ − ⟨χaχb| g |χbχa⟩]

引入两个算符

Jb(x1)χa(x1) =

[∫
χ∗
b(x2)

1

r12
χb(x2)dx2

]
χa(x1)

Kb(x1)χa(x1) =

[∫
χ∗
b(x2)

1

r12
χa(x2)dx2

]
χb(x1)

• Jb 是库伦算符,是定域的
• Kb 是交换算符,是非定域的

令 J =
∑
Jb, K =

∑
Kb,这样能量就可以写成

E =

N∑
a=1

〈
χa

∣∣∣∣h+
1

2
(J −K)

∣∣∣∣χa

〉
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变分的约束条件

注意到自旋轨道的正交归一性要求

⟨χa|χb⟩ = δab

使用 Lagrange乘子法

L [{χa}] = E[{χa}]−
N∑

a=1

N∑
b=1

Λab (⟨χa|χb⟩ − δab)

其中 {Λab}是 Lagrange乘子. 由于

⟨χa|χb⟩ = ⟨χb|χa⟩∗

所以 Λab 和 Λba 不是独立的, Λab = Λ∗
ba,也就是说 Λ是厄米的
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能量的变分

E =

N∑
k=1

⟨χa|h |χa⟩+
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

[⟨χaχb| g |χaχb⟩ − ⟨χaχb| g |χbχa⟩]

δE =

N∑
a=1

⟨δχa|h |χa⟩+ ⟨χa|h |δχa⟩

+
1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

[⟨δχaχb| g |χaχb⟩+ ⟨χaδχb| g |χaχb⟩+ ⟨χaχb| g |δχaχb⟩+ ⟨χaχb| g |χaδχb⟩]

− 1

2

N∑
a=1

N∑
b=1

[⟨δχaχb| g |χbχa⟩+ ⟨χaδχb| g |χbχa⟩+ ⟨χaχb| g |δχbχa⟩+ ⟨χaχb| g |χbδχa⟩]

=

N∑
a=1

⟨δχa|h |χa⟩+
N∑

a=1

N∑
b=1

[⟨δχaχb| g |χaχb⟩ − ⟨δχaχb| g |χbχa⟩] +复共轭

最后一步需要利用 (别忘了我们有默认电子坐标序号,不是随便换的)

⟨χiχj | g |χkχl⟩ = ⟨χjχi| g |χlχk⟩ 17/33



L [{χa}] = E[{χa}]−
N∑

a=1

N∑
b=1

Λab (⟨χa|χb⟩ − δab)

δE =

N∑
a=1

⟨δχa|h |χa⟩+
N∑

a=1

N∑
b=1

[⟨δχaχb| g |χaχb⟩ − ⟨δχaχb| g |χbχa⟩] +复共轭

δL = δE −
N∑

a=1

N∑
b=1

Λabδ ⟨χa|χb⟩

=

N∑
a=1

⟨δχa|h |χa⟩+
N∑

a=1

N∑
b=1

[⟨δχaχb| g |χaχb⟩ − ⟨δχaχb| g |χbχa⟩]−
N∑

a=1

N∑
b=1

Λab ⟨δχa|χb⟩+复共轭

=

N∑
a=1

∫
dx1 δχ

∗
a(x1)

[
h(x1)χa(x1) +

N∑
b=1

(Jb(x1)−Kb(x1))χa(x1)−
N∑
b=1

Λbaχb(x1)

]
+复共轭

由于 δχa 是任意的,要使得 δL = 0,则中括号里的必须为 0.[
h(x1) +

N∑
b=1

(Jb(x1)−Kb(x1))

]
χa(x1) =

N∑
b=1

Λbaχb(x1)
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Fock算符

[
h(x1) +

N∑
b=1

(Jb(x1)−Kb(x1))

]
χa(x1) =

N∑
b=1

Λbaχb(x1)

令中括号里的为 Fock算符 F(x1)

F(x1) = h(x1) +
N∑
b=1

(Jb(x1)−Kb(x1))

则
F |χa⟩ =

N∑
b=1

Λba |χb⟩

但这很不方便,我们期望它长得和一般的本征值方程差不多,而不是要对所有 b求和.

左乘 ⟨χc|可知 Lagrange乘子是 Fock算符的矩阵元

⟨χc| F |χa⟩ =
N∑
b=1

Λba ⟨χc|χb⟩ = Λca
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幺正变换

我们把 Slater行列式后面那个矩阵叫做 A (太占地方了就不写了)

|Ψ0⟩ =
1√
N !

det(A)

我们给自旋轨道做一个幺正变换
χ′
a =

∑
b

χbUba

那整个 A矩阵也要变为

A′ = UA

相应的波函数

|Ψ′⟩ = det(U) |Ψ0⟩ = eiϕ |Ψ0⟩

所以 |Ψ′|2 = |Ψ0|2,波函数的模方不发生改变,所以物理性质也不会发生改变.
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可以证明库伦算符在幺正变换下不变

J ′ =
∑
a

J ′
a(x1) =

∑
a

∫
dx2χ

′∗
a (x2)

1

r12
χ′
a(x2)

=
∑
bc

[∑
a

U∗
baUca

]
︸ ︷︷ ︸

δbc

∫
dx2χ

∗
b(x2)

1

r12
χc(x2)

=
∑
b

Jb(x1) = J

同理可证交换算符和 Fock算符在幺正变换下都保持不变. 这样我们就可以放心地用幺正变换处理自旋
轨道了. Λ矩阵是厄米的,所以总能找到一个幺正变换 U 使之对角化. 这样我们就得到了一组正则自旋
轨道. 方程重新写作

F |χa⟩ = εa |χa⟩

这就是常见的 Hartree-Fock方程形式.
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Hartree-Fock近似方法

Hartree-Fock方程的一些 Remark



轨道能量

F |χa⟩ = εa |χa⟩

Hartree-Fock方程中的 εa 称为轨道能量. 但注意轨道能量之和不是总能量.

回忆 Fock算符的定义

F(x1) = h(x1) +

N∑
b=1

(Jb(x1)−Kb(x1))

和能量的计算

E =

N∑
a=1

〈
χa

∣∣∣∣h+
1

2
(J −K)

∣∣∣∣χa

〉
会发现如果直接求和,电子的相互作用项会被算两次.

但可以证明 −εa 是 Hartree-Fock下 χa 轨道的电离能: IP =N−1 Ea −N E0 = −εa
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虚轨道

正常解 Hartree-Fock 方程只能处理 N 个自旋轨道. 但是如
果我们已经解出了这 N 个轨道 {χa},再代回 Fock算符,那么
Fock算符就变成了一个正常的厄米算符,其本征方程

F |χj⟩ = εj |χj⟩ , j = 1, 2, · · · ,∞

除了能解出能量最低的 N个占据轨道 {χa}之外,还有无穷多
个未占据虚轨道 {χr}.
不过如果是有限基组 {ϕµ(r)|µ = 1, 2, · · · ,K}下计算,只能得
到 2K −N 个虚自旋轨道.
根据 Koopmans 定理, 虚轨道的能量取负 −εr 是 Hartree-
Fock下往虚轨道 χr 增加一个电子的电子亲和能:

EA =N E0 −N+1 Er = −εr

Figure 1: Hartree-Fock基态
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具体计算的一些 Comment

具体的计算这里不会详细介绍,不过这一页想大概给一个图景.

限制性自旋轨道 自旋向上和自旋向下的自旋轨道,对应的空间轨道必须相同
非限制性自旋轨道 自旋向上和自旋向下的自旋轨道,对应的空间轨道可以不同

闭壳层: 电子数目 N 是偶数,所有电子都配对. 开壳层反之.

限制性闭壳层基态的计算相对简单,所有空间轨道都有两个自旋相反的电子占据

限制性闭壳层基态的 Roothaan方程

引入基组 {ϕµ(r)|µ = 1, 2, · · · ,K} ,基组的重叠矩阵 Sµν =

∫
dr1ϕ∗µ(r1)ϕν(r1). 把空间轨道展开成

ψi =

K∑
µ=1

Cµiϕµ. Fock算符也能写成一个矩阵. 这些矩阵之间的满足方程就是 Roothaan方程:

FC = SCε

24/33



算例



PySCF - Python-based Simulations of Chemistry Framework

The Python-based Simulations of Chemistry Framework (PySCF) is an open-source collection
of electronic structure modules powered by Python. The package provides a simple,
lightweight, and efficient platform for quantum chemistry calculations and methodology
development. PySCF can be used to simulate the properties of molecules, crystals, and
custom Hamiltonians using mean-field and post-mean-field methods. To ensure ease of
extensibility, almost all of the features in PySCF are implemented in Python, while
computationally critical parts are implemented and optimized in C. Using this combined
Python/C implementation, the package is as efficient as the best existing C or Fortran based
quantum chemistry programs. In addition to its core libraries, PySCF supports a rich
ecosystem of Extension modules.
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Figure 2: PySCF计算 H2O分子的代码

Code Link: https://github.com/pyscf/pyscf/blob/master/examples/scf/01-h2o.py
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cc-pVDZ Basis Set

cc-pVDZ correlation consistent-polarized Valence Double Zeta

相关一致的基组是由 Thom Dunning 提出, 使用
CISD方法优化,可以平滑地收敛到完全基组极限.
在原子的 Hartree-Fock轨道上一层一层地添加函
数集而构成的. 一个壳层里的每个函数在原子计算
中的相关能贡献差不多.
对元素周期表里的第一和第二行元素, cc-pVDZ基
组加了 1s, 1p, 1d. cc-pVTZ 基组对 s, d, p 多加了
一个函数,然后 f也加了一个.
更大的基组不一定更好, 用 cc-pVQZ 基组算
Hartree-Fock就是牛刀杀鸡了.

Figure 3: cc基组壳层示意图
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Hartree-Fock和 CI方法



激发的 Slater行列式

回忆前面在讲虚轨道的时候,说过我们能解出 N个占据轨道 {χa}和 2K −N 个虚轨道 {χr}.

Hartree-Fock基态 |Ψ0⟩ = |χ1χ2 · · ·χaχb · · ·χN ⟩是单行列式下对基态的最优近似.

但既然我们可以算出很多轨道,那能够构造的行列式就不止基态行列式这一个. 从 2K 个轨道里有顺序
地取出 N 个的方案有很多种:

(2K)!

N !(2K −N)!

我们考虑用激发的重数来对这些行列式进行分类.

• 单重激发态基态中占据 χa 的电子被提升到了虚轨道 χr 上: |Ψr
a⟩ = |χ1χ2 · · ·χrχb · · ·χN ⟩

• 双重激发态基态中占据 χa, χb 的电子被激发到 χr, χs 上: |Ψrs
ab⟩ = |χ1χ2 · · ·χrχs · · ·χN ⟩

• 三重、四重⋯⋯N 重激发态

一般来说,在近似描述体系状态时,行列式的重数越高,重要性就越低.
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组态相互作用

虽然激发态行列式描述的不是真实的激发态,但它们可以作为 N 电子基函数来展开精确的 N 电子态.

|Ψ⟩ = c0 |Ψ0⟩+
∑
ra

cra |Ψr
a⟩+

∑
a<b
r<s

crsab |Ψrs
ab⟩+

∑
a<b<c
r<s<t

crstabc

∣∣Ψrst
abc

〉
+ · · ·

可以证明的是,如果我们选取的自旋轨道 {χi}是一个完全集,那么这种形式的展开一定能够描述精确
的波函数.

无穷集合 {|Ψi⟩} = {|Ψ0⟩ , |Ψr
a⟩ , |Ψrs

ab⟩ , |Ψrst
abc⟩ , · · · }每一个都是一个组态,在处理能量的时候需要计算

矩阵元 ⟨Ψj |H |Ψi⟩,所以这个方法叫做组态相互作用方法. (configuration interaction, CI)

这个哈密顿矩阵算出来的最低能量是 E0,它与Hartree-Fock能量 E0的差就是关联能 Ecorr (总是负的)

E0 + Ecorr = E0

关联能非零,说明我们在 Hartree-Fock近似下还有没有考虑进来的关联性,这是因为 Slater行列式里
相反自旋的电子的运动没有 (库伦)关联.
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组态相互作用

实际的计算中,我们显然不能计算无限基
组的情形. 但可惜的是一般情况下 2K 的
自旋轨道算起来也很困难.
如果你硬着头皮去把 CN

2K 个行列式构成
的空间里的 Hamiltonian对角化去算能
量——这种程序叫做 full CI——也只能
算屈指可数个电子的体系.
所以在实际解计算中,还是要对这些行列
式做截断, 仅使用一小部分, 比如只考虑
单激发和双激发的部分.

Figure 4: 单电子基组和 N电子基组的大小对计算的影响
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截断 CI与尺寸一致性问题

尺寸一致性 一起计算两个离得无限远的分子的能量,应该等于分别计算两个分子的能量之和.

Hartree-Fock方法和 full CI方法满足尺寸一致性的要求,但是截断的 CI不满足.

比如我们考虑两个 H2 的情形,它们离得无穷远,没有相互作用. 考虑双激发的计算,在一起计算两个 H2
时,我们只能处理两个分子各自单激发,以及仅一个分子双激发的情形. 如果我们分别计算两个 H2,那
它们同时双激发的可能性也是被包含进去的,但这部分在一起计算时没有被考虑.

所以说截断的 CI不满足尺寸一致性的要求. 这也是截断 CI的一个重大缺陷. 为了解决这一问题,后面
还有很多其他的计算方法的提出. 这里不会再多涉及.
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Recap
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Thank You!
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