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摘要

摘要

精确的第一性原理计算在物理和材料科学等领域占有重要地位。近些年来，随着神

经网络的应用，第一性原理计算得到了快速的发展，尤其是基于变分蒙特卡洛（VMC）
的神经网络波函数方法。继分子体系之后，神经网络波函数方法也被用于模拟固体体

系，但它们大多数都是关注体系能量和电子密度的计算。在这项研究中，我们在之前

的工作上更进一步，在固体体系中实现并测试了若干个在 VMC 中常用的力的估计量，
并探究了固体神经网络方法中的原子间受力计算方案。我们的结果展示了该方案的正

确性和精度，表明了固体神经网络方法强大能力。我们还讨论了各个估计量的精度和

计算成本，从而为未来的应用提供指导。此外，我们也讨论了常用网络输入特征在计

算原子间受力时的局限性。

关键词：神经网络；变分蒙特卡洛；周期性体系
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Interatomic force calculation with neural network
wavefunction for solids

Yubing Qian (Physics)
Directed by Prof. Ji Chen

ABSTRACT

Accurate first principles calculations are of fundamental importance in fields such as
physics and materials science. Recently, first-principles calculations have been developed
rapidly with the application of neural networks, especially the variational Monte Carlo
(VMC) based neural network wavefunction methods. Following molecular systems, neu-
ral network wave function methods have also been applied to model solid systems, but
most of the works focus on the energies and electron densities. In this study, we take
a step further by implementing and testing several force estimators commonly used in
traditional VMC in the solid system and exploring the interatomic forces in the the
DeepSolid neural network. Our results show that our calculations are correct and accu-
rate, which implies the power of solid neural network. We also discuss the accuracy and
computational cost of different estimators, thus providing guidance for future applica-
tions. In addition, we also discuss the limitations of the commonly used network input
feature in the calculation of interatomic forces.

KEYWORDS: Neural network; Variantional Monte Carlo; Periodic systems
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第一章 引言

第一章 引言

精确的第一性原理计算一直是材料模拟的重要基础。尽管我们对基础的电磁相互

作用和量子力学原理有了很清楚的认识，但是要从基础理论出发，得到宏观材料的一

些性质并不是一件简单的事情，因为这中间涉及到的多体薛定谔方程，我们是做不到

严格求解的。不过这也不妨碍人们继续开发各种第一性原理计算方法，因为我们可以

采取一些近似或者经验性的方法来简化计算的复杂度。近年来随着硬件水平的提高和

神经网络算法的进步，基于神经网络的第一性原理计算方法得到了快速的发展，这些

方法能够得到很精确的结果[1-5]。它们中大多数是将神经网络方法和传统的变分蒙特卡

洛方法（VMC）相结合，算法基本沿用 VMC 的框架，但是把试探波函数换成表达能
力极强的神经网络。这些方法主要关注的是一些原子和分子体系的能量，利用神经网

络方法往往可以得到很精确的能量结果。

尽管也有工作利用神经网络 VMC方法计算电子气体系[6]。但是对实际的周期性固

体体系，直到李向等人开发了深度固体神经网络（DeepSolid）[7-8]才能够用神经网络波函

数方法计算。DeepSolid是基于费米神经网络（FermiNet[3,9-10]）的改进方案。FermiNet
能够在一些原子和分子体系上得到很精确的基态能量，但是网络本身不能满足周期性

边界条件，也就不能直接处理固体体系。李向等人对费米神经网络做了一系列改进，包

括使用推广的 Bloch 形式的波函数，使用满足晶格周期性的距离和位矢作为神经网络
输入特征，使得神经网络满足周期性边界条件，并且能够较好地收敛。

之前的基于固体神经网络 VMC 工作主要还是关注能量以及电子密度的计算。而
对于其他的可观测量，比如原子间受力，直接计算有极大的统计误差，还会有一些数值

上的不稳定性，需要一些额外的工作和计算才能得到准确的结果。但在材料研究中却

离不开这些可观测量，比如结构弛豫和声子色散的计算都需要力。过去几十年来，在

传统 VMC 模拟中，人们提出了不同的方案，但这些方法还没有在基于固体神经网络
的 VMC 中应用和测试过。例如，在 DeepSolid （包括 FermiNet）中，尖端条件[11]没

有被精确地写出来；在 DeepSolid 中使用的周期性输入特征也不一定能够直接运用于
原子间受力的计算，所以我们不能保证神经网络能得到正确的原子间受力。我们在之

前的研究中[12]，基于 FermiNet对分子体系中的原子间受力做了很多测试，展示了神经
网络方法在计算原子间受力上的优越性，这有望促进神经网络方法在未来材料建模中

的应用。但对于材料研究真正关心的固体体系中的原子间受力计算，还没有得到实现

和测试。

在本次工作中，我们在 DeepSolid 的基础上实现了适用于复值波函数的原子间受

1
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力计算方案，并在一维和三维的固体体系中测试了它们的效果，展示了原子间受力计

算的正确性和精度。我们还对不同的估计量进行了精度和单步相对开销上的比较，希

望能够为受力计算提供了指导。此外我们还分析了不同的网络输入特征，指出了默认

的输入特征在计算原子间受力时的局限性。

2



第二章 方法和计算细节

第二章 方法和计算细节

2.1 DeepSolid 方法

研究一个固体体系的电子结构就需要求解关于体系内所有电子的定态薛定谔方程：

Ĥψ(x1, x2, · · · , xnelec) = Eψ(x1, x2, · · · , xnelec) (2.1)

其中 xi = (ri, σi) ，是第 i 个电子的空间和自旋坐标。同时，电子服从费米-狄拉克统
计，所以波函数 ψ 需要满足在 (x1, x2, · · · , xnelec) 的置换下是反对称的。

即使我们已经使用了玻恩-奥本海默近似认为原子核是固定不动的，但宏观大的电
子数目依然使得求解方程异常困难。所以人们常常使用超胞近似，即在周期性边界条

件下，只考虑有限个电子和原子核的情况。这个时候哈密顿量就可以写成

ĤS =
∑
i

−1

2
∇i +

1

2

∑
LS ,i,j
i ̸=j

1

|ri − rj + LS|
−
∑

LS ,i,I

ZI
|ri − RI + LS|

+
1

2

∑
LS ,I,J
I ̸=J

ZIZJ
|RI − RJ + LS|

(2.2)
其中 ri 和 RI 分别是第 i个电子和第 I 个原子核在超胞内的空间坐标，ZI 是第 I 个原

子核的电荷。与开放边界条件不同，在周期性边界条件下，我们需要包含对超胞格矢

{LS} 的求和，也就是需要考虑电子和原子核与它们的像之间的相互作用，从而更好地
近似真实的固体体系。

另一点使得固体体系和分子体系不同的是，体系和哈密顿量的对称性对波函数的

对称性有了额外的要求[13]。具体说来，当所有电子一起移动一个原胞格矢，或者某个

电子移动一个超胞格矢时，波函数只能分别改变一个相位。也就是说

ψ(r1 + Lp, r2 + Lp, · · · , rnelec + Lp) = eikp·Lpψ(r1, r2, · · · , rnelec) (2.3)

ψ(r1 + LS, r2, · · · , rnelec) = eikS·LSψ(r1, r2, · · · , rnelec) (2.4)

为了简洁起见，上面的式子中略去了自旋轨道。正是因为这些类似平面波的平移对称

性要求，使得一般来说固体体系的波函数需要是一个复值函数。这又给固体体系的计

算和模拟增加了难度。

一般来说，如果波函数 ψθ 依赖于一些参数 θ，并且是一个反对称的函数，那么就

可以用基态的能量期望值 Eθ 作为损失函数来优化波函数到基态。

Ev; θ =
⟨ψθ|Ĥ|ψθ⟩
⟨ψθ|ψθ⟩

= ⟨EL⟩|ψθ|2 (2.5)

3
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其中 ⟨·⟩|ψθ|2 表示在 |ψθ|2 的分布下计算期望值，而 EL 是局部能量，定义为

EL; θ =
Ĥψθ
ψθ

(2.6)

上述积分可以用蒙特卡洛方法与重要性采样计算，这就是通常说的 VMC 方法[14]。

DeepSolid 是一个构造满足上述平移对称性条件的反对称神经网络波函数的方案，
从而代替传统的波函数拟设进行 VMC优化计算。DeepSolid借鉴了传统的 Bloch波函
数组成行列式的形式，但与 FermiNet相同，每一个 Bloch轨道都不再只是一个电子坐
标的函数，而是所有电子坐标的函数。

ψkS ,kp(r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
eik1·r1uk1(r1; {r/1}) · · · eikn·r1ukn(r1; {r/1})

... . . . ...
eik1·rnuk1(rn; {r/n}) · · · eikn·rnukn(rn; {r/n})

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.7)

其中 {r/i} 表示除电子 i 以外其他所有原子的坐标，并且我们还要求函数 uk 不依赖于

{r/i}中电子坐标的具体顺序，也即函数 uk 对于 i以外任意电子的置换都保持不变。这

些轨道 uk 都是由深度神经网络计算得到的，这也使得 DeepSolid 具有和 FermiNet 类
似的强大表达能力。为了使得训练更加容易，并且满足函数的连续性，这些电子坐标

并不是直接作为神经网络的输入，而是需要先构造输入距离特征 d(r)

d(r) =
√

tr (AMA⊺)

2π
, A = (a1, a2, a3)

Mij = f 2(ωi)δij + g(ωi)g(ωj)(1− δij), ωi = r · bi
(2.8)

其中 ai 和 bi 分别为格矢和倒格矢，而 f(ω) 和 g(ω) 可以有很多种取法，其中一种称

为 NU 型[7,15]

fNU(ω) = |ω|
(
1− |ω/π|3

4

)
gNU(ω) = ω

(
1− 3

2
|ω/π|+ 1

2
|ω/π|2

) (2.9)

另一种称为 SIN 型[6]

f 2
SIN(ω) = 2− 2 cos(ω)

gSIN(ω) = sin(ω)
(2.10)

这样构造的距离特征就能够满足周期性条件，保证边界上的连续性，以及渐进的

尖端条件。如果没有特殊说明，所有的结果都采用 SIN 型距离特征。

尽管 DeepSolid 具有强大的表达能力，理论上只要神经网络的规模足够，优化工
作做得足够好，就可以得到高精度的能量结果，但现实中神经网络的计算和训练开销

4
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很大，我们没有能力计算很大的超胞，使得这里超胞近似的效果不好，最终的结果受

尺寸效应影响较大，并不一定能反映真实体系的结果。

2.2 原子间受力的估计量

2.2.1 最简单估计量

在固体体系的能量计算中，我们需要使用 Ewald求和[16]的技巧计算库伦势 ECoulomb，

而不是直接对所有粒子的库伦势求和。这是因为库仑力是长程力，对不同粒子和不同

格矢的求和是条件收敛的，即结果与求和次序有关[16]。Ewald求和的技巧简单来说，就
是把原本的点电荷密度转化为两部分求和，一部分是原本的点电荷密度，加上以各个

点电荷为中心、电荷大小相等符号相反的高斯分布的电荷密度，另一部分就是与新加

的高斯分布电荷符号相反的分布。由于屏蔽效应，第一部分的求和在实空间容易收敛，

而平滑的密度分布使得第二部分在倒空间容易收敛。

作为最简单的估计（Bare），我们可以直接计算

FI;Bare = −∂RI
ECoulomb (2.11)

得到原子核 I 上的受力。

值得说明的是，尽管在 Ewald 求和中有屏蔽的效应，但这并没有消除点电荷的 δ

形分布。所以在电子靠近原子核时，力的大小依然表现为 r−2，这就使得 FI 的方差理
论上可以是无穷大，也就是在受力计算中所谓的无限方差问题[17-18]。当然在实际计算

中，电子不会距离原子核无限近，方差也必然是一个有限值，只是它的值很大且不会

随着波函数的优化而变小。无限方差问题的存在，使得我们需要寻找其他具有更好的

统计性质的估计量来计算原子间受力。在过去几十年中，基于传统的 VMC，人们提出
了很多不同的方案，我们将在下面具体介绍。

2.2.2 相反采样估计量

相反采样（antithetic sampling）是一种数值上减小统计误差的手段，其基本思想是
为每个采样点匹配一个受力近似大小相等方向相反的点，从而抵消一部分统计波动[19]。

具体做法就是选择一个内层电子截断半径 rcore，对每个采样的电子坐标 ri，寻找与之
最近的原子核 RI，如果 |ri−RI | < rcore，则将 ri 关于 RI 做中心对称变换得到 r′i ，否
则 r′i 依然等于 ri。然后再计算所有电子做完变换后的原子核受力 F′

I;Bare。为了保持采

样的正确性，我们需要给 F′
I;Bare 加一个额外的权重

w =

∣∣∣∣ψ(r′1, r′2, · · · , r′nelec
)

ψ(r1, r2, · · · , rnelec)

∣∣∣∣2 (2.12)

5
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最后相反采样估计量（Antithetic）的表达式就是

FI;Antithetic =
FI;Bare + wF′

I;Bare

2
(2.13)

在本工作中，我们选择内层电子截断半径 rcore = 0.5Bohr。另外值得一提的是，在
固体中，体系往往具有较高的中心对称性，即使原子核相对平衡位置有一个小的位移，

也可以有 w → 1 从而抵消波动。而一般的分子只有当 |ri − RI | ≪ rcore 的时候才会有

w → 1。

2.2.3 带修正的最简单和相反采样估计量

Assaraf 和 Caffarel 等人提出[17]，我们可以在原本的系统哈密顿量 Ĥ0 的基础上定

义了一个新的与参数 λ 有关的哈密顿量

Ĥ(λ) = Ĥ0 + λÔ (2.14)

其中为了表达的简单和结果的一般性，这里先假设我们关心的是个一般的可观测量 Ô

的期望值。那么根据 Hellmann-Feynman 定理可得

⟨ψ0|Ô|ψ0⟩
⟨ψ0|ψ0⟩

=
dE0

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
dEv
dλ

∣∣∣∣
λ=0

+ ε (2.15)

但我们无法取得准确的基态波函数 ψ0 和基态 E0，只能根据试探波函数 ψT 得到

能量的期望值 Ev。这就会使计算结果与实际结果相差 ε，但这个偏差会随着 ψT 接近

ψ0 而降低。简单计算可以发现

dEv
dλ = ∂λ

⟨ψT |Ĥ|ψT ⟩
⟨ψT |ψT ⟩

=
〈
Ô + 2ℜ (EL∂λ logψ∗

T )− 2Evℜ (∂λ logψ∗
T )
〉
|ψT |2

(2.16)

其中 ℜ 表示取实部。第一个导数可以变为偏导是因为优化目标函数 Ev 在收敛时对其

他参数 θ 的导数应该接近零。

由 2.16 式可知，我们直接如 2.11 式计算其实是有系统误差的，应该包含 2.16 式
中后面两项修正项：

FI;Bare-ZB = FI;Bare − 2ℜ (EL∂RI
logψ∗

T ) + 2Evℜ (∂RI
logψ∗

T ) (2.17)

这就是带修正的最简单估计量（Bare-ZB），其中 ZB 是 zero bias 的缩写。同理，我
们也可以给相反采样估计量也加上一样的修正项，就得到了带修正的相反采样估计量

（Antithetic-ZB）。新加的修正项在 ψT 严格等于 ψ0 时严格为零，但在 ψT 不等于 ψ0 时

可以修正基于 ψT 采样而非 ψ0 带来的误差。

6
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2.2.4 Assaraf-Caffarel 估计量

在 2.16 式的基础上，Assaraf 和 Caffarel 等人提出了一种新的估计量[17]，这里称

为 Assaraf-Caffarel 估计量，或 AC 估计量。这个估计量一开始是基于实值波函数提出
的，推广到复值波函数的形式为：

FI;AC-ZVZB = FI;Bare −
(Ĥ − E∗

L)ψ̃I

ψT
− 2ℜ

(
EL
ψ̃I

ψT

)
+ 2Evℜ

(
ψ̃I

ψT

)
(2.18)

其中 ψ̃I 是 ∂RI
ψT 的近似函数。2.18 式中后面两项和 2.17 式中的相同，都是为了减小

系统误差。第二项的出现主要是为了降低统计误差，从而解决无限方差的问题，这也

是下标中 ZV（zero variance）的由来。
尽管 Assaraf-Caffarel 估计量的复值波函数形式并不复杂，但它并不能很好地应用

于固体体系。原因是一般 Assaraf-Caffarel 估计量会使用基于类氢原子波函数的导数近
似 ψ̃I，但在固体中的波函数与孤立氢原子相去甚远。所以这里我们不在固体中实现和

讨论 Assaraf-Caffarel 估计量。

2.2.5 空间坐标扭曲估计量

事实上我们还可以把 2.16 式分子上的 Ĥ 换成局部能量 EL：

dEv
dλ = ∂λ

⟨ψT |EL|ψT ⟩
⟨ψT |ψT ⟩

= ⟨∂λEL + 2 (EL − Ev)ℜ (∂λ logψT )⟩|ψT |2 (2.19)

这么做的动机是因为如果 ψT 接近于 ψ0，那么 EL 应该接近于一个常数，会具有更好

的统计性质。换言之，在电子靠近原子核处，波函数的尖端条件[11]会保证势能项的和

动能项的发散相互抵消，得到一个合理的能量值，从而可以避免出现无限方差的问题。

这就得到了未扭曲的估计量（No-SWCT）：

FI;No-SWCT = −∂RI
EL + 2 (Ev − EL)ℜ (∂RI

logψT ) (2.20)

尽管未扭曲的估计量和空间坐标扭曲（SWCT）一点关系都没有，但是为了和 Sorella
等人[20]保持一致，我们依然采用这个名称。

虽然尖端条件可以保证能量不会在原子核附近发散，但能量的导数可能依然存在

问题。空间坐标扭曲估计就是基于未扭曲估计的改进。这种方法最初是由 Umrigar 在
1989 年提出的[21]。Filippi 和 Umrigar 在 2000 年扩展了这个想法[22]，然后 Sorella 和
Capriotti 在 2010 年利用自动微分重新实现了这个方法[20]。

空间坐标扭曲的核心思想是这样的。假设 QMC没有统计误差或者有办法消除，我
们可以使用有限差分的方法计算受力，即分别计算两个原子核位置略有不同的构型的
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能量并做差。这样电子的分布会有变化。如果电子和原子核靠得很近，那么 ri 处的电
子几乎就会跟着原子核移动到 r̄i。如果我们依然用之前的波函数做重要性采样计算蒙
特卡洛积分，积分的计算效率会很低，而且可能以高于实际的概率采样到能量导数较

大的点，从而影响到受力的计算效率和精度。所以我们在计算时应该考虑到电子坐标

的变化趋势。用公式写出来就是

r̄i = ri +∆RIωI(ri) (2.21)

ωI(r) =
∑

LS
f(|r − RI − LS|)∑

LS

∑natom
J=1 f(|r − RJ − LS|)

(2.22)

其中 f 是一个快速衰减的函数，所以在实际计算对 LS 求和只取最近邻计算。这里我
们与 Filippi 和 Umrigar 一样[22]，选择 f(r) = r−4。那么空间坐标扭曲估计量就是

FI; SWCT = −∂RI
EL −

nelec∑
i=1

ωI(ri)∂riEL

+ 2(Ev − EL)ℜ

[
∂RI

logψT +

nelec∑
i=1

(
ωI(ri)∂ri logψT +

1

2
∂riωI(ri)

)]
(2.23)

2.3 实现

我们基于 DeepSolid 软件库[8]实现了上述的几个估计量。本工作中的算法是之前

利用 FermiNet计算原子间受力的工作[12]的扩展。为了进行充分的蒙特卡洛采样，我们

需要进行多步循环，在循环中我们会计算并存储局部能量以及估计量每一项的值，并

进行 50 步马尔科夫链蒙特卡洛（MCMC），使得在可承受范围内，两步结果之间的关
联尽量小。在循环结束后我们会对所有的局部能量做平均得到 Ev，再得出最终的受力

计算结果。我们还会主循环之前先运行 5000 步 MCMC，也即 MCMC 预热，来优化
电子构型。

与 FermiNet 上的工作[12]相同，在 DeepSolid 上也需要对局部能量和势能 Ewald
求和的部分做一些修改，使得我们能够利用 Python JAX[23] 的自动微分（AD）方法得
到良好定义的能量关于原子坐标的梯度。此外，这里也同样采用了四分位距（IQR）的
稳健统计方法。所谓 IQR 就是第一四分位数（Q1）和第三四分位数（Q3）的差值。所

有大于 Q3 +3IQR 和小于 Q1 − 3IQR 的数据都被剪切到这个边界上，从而去除一些不
合理的数据点。同时，所有标准误差都上对剪切之后的数据利用考虑了马尔可夫链自

相关的分块方法[24-25]给出。
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第二章 方法和计算细节

表 2.1 计算设置

来源 名称 值

DeepSolid[7]

硬件 32GB V100 GPU
批量大小 4096
单电子层隐藏神经元 256
双电子层隐藏神经元 32
网络层数 3
行列式个数 1
训练迭代次数 Li 原子 2 × 105 轮；5 × 1 × 1

氢链和 1 × 1 × 1 原胞氢化锂
3× 105 轮

优化器 KFAC-JAX[26]

其他设置 默认

受力计算[12]
MCMC 预热步数 100
主循环中 MCMC 步数 50
额外能量推理步数 0

在训练和计算中的设置如表 2.1 所示。本工作主要关注固体中的原子间受力估计
的实现和收敛后的表现，所以神经网络的设置基本固定不变。
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第三章 结果和讨论

3.1 收敛网络下的能量和空间坐标扭曲估计量

和分子体系不同，固体中的原子间受力不能使用莫斯势拟合，也缺乏相关工作拟

合实验数据，还很少有人发表一些高精度方法的计算结果。就比如理论研究者最常研

究的一维氢链，现有的研究[27-28]主要是关心氢链的状态方程，也就是所有氢原子均匀

排布，仅改变原子的间距，计算这些不同构型下的能量。但是对于原子间受力计算而

言，如果关心的是由两个氢原子组成的晶胞内的一个氢原子的受力，则应该保持晶格

大小不变，改变晶格内的两个氢原子的间距。而目前没有这方面的发表的工作，所以

我们这里无法与其他人的结果比较。但是空间坐标扭曲估计量在之前非周期性体系的

测试中是最精确的，统计误差也最小[12,20]。如果在周期性体系中空间坐标扭曲估计量

的结果和能量曲线相比没有明显的问题，我们就认为代码实现和计算收敛性上没有明

显问题，于是选择相信空间坐标扭曲估计量能够给出好的结果。在 3.2.1 节中，我们将
初步比较不同的估计量，进一步说明选择空间坐标扭曲估计量的合理性。所以在本节

中，我们将只展示空间坐标扭曲估计量与势能曲线的结果。

我们计算了 5× 1× 1 的氢链体系，每个晶胞内包含两个氢原子。我们保持晶格常

数 R = 4.0Bohr 不变，改变晶胞内的两个氢原子的间距 r，使用 DeepSolid 计算，得
到了一条能量曲线，即图 3.1a 中的蓝色方块。图中清楚得展示了 r = 2.0Bohr 并不是
系统的一个稳定平衡点，这与 Peierls 不稳定性[29]的结论一致，即均匀排布的一维氢链

不稳定，会倾向于二聚化。我们又在各点计算了空间坐标扭曲估计得到的平行于氢链

方向的受力，也就是图 3.1a 中绿色短线的斜率。可以发现空间坐标扭曲估计的结果和
能量曲线吻合得很好。

我们也计算了 1 × 1 × 1 的原胞氢化锂体系，保持晶格常数 a = 4.0Å ≈ 7.6Bohr
不变，沿其中一条体对角线移动体心的氢原子。如3.1b 所示，我们把这个氢原子距离
偏离中心的距离记为 x。和氢链一样，我们画出了在不同 x 处的体系能量和空间坐标

扭曲估计的结果，分别为图 3.1b 中的蓝色方块和绿色短线的斜率。需要指出的是，我
们发现由于 1× 1× 1 的体系太小，尺寸效应明显，计算出来的能量曲线甚至在 x = 0

处不是稳定平衡点，所以这里只选取了 x 从 1.0Bohr 到 3.0Bohr 的一段展示。不过即
使能量曲线与实际情况有较大差异，但空间坐标扭曲估计的结果和能量曲线吻合得很

好，说明它能够很好地给出 1× 1× 1 原胞氢化锂体系的受力计算结果。

我们也尝试了使用莫斯势（图 3.1a 中黄色区域）和二次函数（图 3.1b 中黄色区
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图 3.1 （a）5 × 1 × 1 氢链保持 R = 4.0Bohr，改变胞内氢原子间距 r 的能量曲线（蓝色方块）
和计算 2000 步的空间坐标扭曲估计量的受力计算结果（绿色短线的斜率），以及在 r ≤ 1.50Bohr
使用莫斯势拟合能量的结果和误差（黄色区域）。第一幅插图为氢链体系的示意图。第二幅插图为
空间坐标扭曲估计的结果和拟合的莫斯势导数的差。（b）1 × 1 × 1 的原胞氢化锂保持晶格常数
a = 4.0Å 不变，沿其中一条体对角线移动中心氢原子的能量曲线（蓝色方块）和计算 2000 步的空
间坐标扭曲估计量的受力计算结果（绿色短线的斜率），以及使用二次函数拟合能量的结果和误差
（黄色区域）。插图为原胞氢化锂体系的示意图，其中绿色表示锂原子核，蓝色表示氢原子核，电子
没有画出。

域）拟合能量结果，希望能够利用拟合结果的导数和受力计算的结果做比较，但拟合

效果较差。对于氢链，我们选择了 r ≤ 1.50Bohr 的区域进行莫斯势拟合，拟合的结果
与能量结果有一定的差距。我们把空间坐标扭曲估计的结果和莫斯势的导数的差画在

图 3.1a 的插图中，很容易发现空间坐标扭曲估计和莫斯势导数的差有一个明显的抛物
线形状，这表明莫斯势拟合确实存在一个系统性的误差，并不适合用于进行受力结果

的比较。尽管不适合比较，但也至少说明空间坐标扭曲估计的误差会在 10−2 a.u.以内。
对于氢化锂体系，使用二次函数拟合的结果具有较大误差，甚至不能得到正确的平衡

位置，所以我们不使用拟合的结果和受力计算进行比较。

总之，空间坐标扭曲估计的计算结果上合理的，它在氢链和氢化锂上和能量曲线

吻合得很好，以它作为受力结果的比较基准具有一定的合理性。

3.2 各估计量的比较

3.2.1 垂直方向

由于对称性，原子核在垂直于移动方向上的受力应该是零，所以我们只关心平行

方向的结果。但是由于蒙特卡洛方法随机性的存在，垂直方向的受力计算结果并不是

零，而且垂直方向上的误差和平行方向有着相同的表现[12]。虽然在 3.1 节中我们已经
看到了空间坐标扭曲估计量和能量曲线的良好吻合，但依然缺乏证据表明在我们考虑
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图 3.2 （a）5 × 1 × 1 氢链不同 r 处的最简单估计（蓝色菱形）、相反采样估计（绿色倒三角）、
带修正的相反采样估计（黄色上三角）和未扭曲估计（红色方块）受力计算结果与空间坐标扭曲估
计（紫色五角星）在垂直方向受力计算结果的绝对值。除空间坐标扭曲估计和未扭曲估计只计算了
2000 步以外，每个估计量都计算了 10000 步。（b）与（a）类似，但计算的是 1× 1× 1 的原胞氢化
锂中的氢原子在不同 x 处的结果，且空间坐标扭曲估计和未扭曲估计计算了 5000 步。（c）不同估
计量在不同 r 处（氢链体系，蓝色）和不同 x 处（氢化锂体系，深绿为氢原子上的受力，浅绿为
锂原子上的受力）的垂直方向受力计算结果的绝对值 |F | 做平均。（d）与（b）类似，但展示的是
锂原子上的结果。为了更清楚地展示各个估计量的结果，（a）（b）（d）图绘制时使用了一些错位。

的各个估计量中，空间坐标扭曲估计量是最可信的，能够用来作为参考值，正如我们

在 3.2.2节中将要做的那样。由于垂直方向的受力的理论值应该严格为零，通过比较不
同估计量在垂直方向的受力计算结果，恰好可以给我们一个参考，找出表现最好的估

计量，以便我们进一步研究平行方向的受力。

我们使用了最简单估计（Bare）、相反采样估计（Antithetic）、带修正的相反采样
估计（Antithetic-ZB）、未扭曲估计量（No-SWCT）和空间坐标扭曲估计量（SWCT）
计算了氢链不同 r 处的垂直方向受力（图 3.2a）以及氢化锂中的氢原子和锂原子在不
同 x 处的垂直方向受力（图 3.2b、d）。我们很容易注意到最简单估计的结果误差较
大，统计误差也很大，不能作为参考值。而且虽然最简单估计在氢原子上的结果与其

他几个估计量相比还算过得去，但是在锂原子上的结果就远差于其他这些估计量的结
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果，其误差以及统计误差要大一个数量级，在图 3.2c、d 中甚至画不下。这也表明固体
中的受力计算确实也受到了无限方差问题的影响，对于锂原子这样有着两个内壳层电

子的原子来讲，相比于氢原子，电子有更大的概率处于原子核附近，也就是蒙特卡洛

方法有更大的纪律采样到更大的库伦力，受到无限方差问题影响也就更严重。正是由

于计算锂原子上的受力更具挑战性，也更能代表一般的具有内壳层电子的原子的情况，

在接下来的讨论中，我们会关注氢化锂中锂原子上的受力而不是氢原子上的。

我们没有考虑带修正的最简单估计量，因为修正很可能被最简单估计量的统计误

差淹没。而在使用相反采样后，无论是氢原子还是锂原子上的受力误差都有了明显的

下降。但在锂原子上，相反采样估计量尽管有效地降低了受力计算的统计误差，但和

其他的估计量相比，依然具有较大的系统误差。这一系统误差能够被带修正的相反采

样估计很好得消除，达到与未扭曲估计量和空间坐标扭曲估计量相近的水平。

总体而言，在氢原子和锂原子垂直方向的受力上，带修正的相反采样估计、未扭

曲估计量和空间坐标扭曲估计量是精度最高的三个估计量，它们的精度大致相等。在

氢原子上，它们的表现很相近，而且受到蒙特卡洛的统计误差影响较大，会出现带修

正的估计反而比不带修正的估计误差更大的情况。在锂原子上，空间坐标扭曲估计量

更胜一筹，有着更小的误差。所以在 3.2.2 中的讨论中，我们将使用空间坐标扭曲估计
量的结果作为参考值，来进一步比较各个估计量。

3.2.2 平行方向

与 3.2.1 节相同，我们使用了各个估计量计算了氢链和氢化锂在各个构型下的受
力，并与空间坐标扭曲估计（SWCT）做比较，如图 3.3a、b所示。同时为了直观起见，
我们将这三个估计量在不同构型处和空间坐标扭曲估计量结果的差的绝对值的平均值

画在了图 3.3c 中。总体来看平行方向的结果和垂直方向很相近，没有很大的出入，这
也说明使用空间坐标扭曲估计作为参考值是具有合理性的。具体来说，在氢链上，这

几个估计量彼此之间吻合得很好，与空间坐标扭曲估计量的差距都只在 10−4 到 10−3

a.u. 的数量级，而结构优化和声子计算所需要的原子间受力的精度大约在 10−3 a.u. 的
数量级，所以这里展示的结果在这些任务的精度要求之内。在氢化锂的锂原子上的受

力也和氢链上的结果相似，除了最简单估计量和其他估计量相比具有很大的误差和统

计误差以外，不过这也和垂直方向上的现象一致。在氢原子上，最简单估计量和空间

坐标扭曲估计量相比，误差也能和其他的估计量保持在一个数量级。

至于相反采样估计，考虑到计算步数上的差异，其统计误差与空间坐标扭曲估计

量相近，说明相反采样的技巧确实能够有效地降低统计误差。在往相反采样估计里加

入修正项后，总体而言受力计算的误差比起没有加入修正的时候有所降低，在氢链的

13
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图 3.3 （a）5× 1× 1 氢链不同 r 处的最简单估计（蓝色菱形）、相反采样估计（绿色倒三角）、带
修正的相反采样估计（黄色上三角）和未扭曲估计（红色方块）在平行方向上的受力计算结果与空
间坐标扭曲估计的差 F − FSWCT。紫色阴影区域代表了空间坐标扭曲估计的统计误差。除空间坐
标扭曲估计和未扭曲估计只计算了 2000 步以外，每个估计量都计算了 10000 步。（b）与（a）类
似，但计算的是 1× 1× 1 的原胞氢化锂中的锂原子在不同 x 处的结果，且空间坐标扭曲估计和未
扭曲估计计算了 5000 步。（c）与（a）（b）类似，但将不同构型的受力差的绝对值 |F −FSWCT| 做
了平均。（d）不同估计量计算得到的晶胞内两个原子的受力差值。

氢原子上降低的幅度比较有限，而且并不是在所有情况下加入修正项都能降低误差，只

有在 r = 1.6Bohr 和 r = 1.8Bohr 处相反采样估计误差较大时，加入修正项才能较明
显地降低误差；而在氢化锂的锂原子上，加入修正项后各个构型处的受力计算误差有

着较为明显的降低。这一方面可能是由于蒙特卡洛的随机性，马尔可夫链上前后的自

相关性[24]会低估统计误差，使得在相反采样估计误差较小时，修正项被统计噪声淹没。

另一方面也可能是由于空间坐标扭曲估计也并不足够准确，与之相比不能反映实际的

误差。

未扭曲的估计量的在氢链上与空间坐标扭曲估计量的结果是最接近的，但在氢化

锂的锂原子上却不如带修正的相反采样估计。但正如 3.2.1节中所展示的，这三个估计
量总体来说误差和统计误差都具有相近的表现，这些结论会较大地受到统计误差的影

响。

14
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同时，我们也注意到了尽管理论上同一晶胞内的两个原子的受力应该大小相等方

向相反，但不同估计量的受力计算结果却并不是这样，如图 3.3d 所示。空间坐标扭曲
估计量对两个原子的受力给出了一致的结果，平均差距在氢链上只有 10−8 a.u.，在氢
化锂的锂原子上只有 10−5 a.u.，远低于受力计算的误差和标准误差。但对于其他四个
估计量则并非如此。两个原子的受力差值达到了 10−4 到 10−3 a.u. 的数量级，氢化锂
中锂原子上的最简单估计甚至达到了 10−2 a.u.，与这几个估计量的误差相仿。这也从
另一个方面验证了空间坐标扭曲估计量相比于其他几个估计量更加可信。这一现象从

理论上也比较好理解：由于体系平移对称性的存在，如果所有原子核和电子都移动一

个 ∆x 的距离，则能量的结果应该不变。也就是说通过对局部能量求导并使用空间坐

标扭曲变换，两个原子上的受力理应是相差无几的。但对于未扭曲的估计量，电子并

没有跟着原子核移动，就没有这种性质。对于其他几个基于 Ewald 库伦势求导的估计
量，本质上还是在进行电子坐标采样计算，对两个原子的库仑力计算并没有如空间坐

标扭曲估计量那样的关联，同一个电子坐标采样出来的点，可以对一个原子有较大的

库仑力，但对另一个原子只有很小的库仑力。这也就解释了这些估计量两个原子的受

力差值与受力结果的误差相仿的原因。相反采样能够在一定程度上减少这种情况的出

现，所以两个原子的受力差值相比于最简单估计量有了一些下降。而相反采样的修正

项则并没有这样的作用，带不带修正的相反采样估计在原子的受力差值上几乎没有区

别。

3.3 不同估计量的单步相对开销

在 3.2 节中，我们比较了在氢链上不同估计量的精度。本节中我们将比较不同估
计量的单步耗时情况，以及随着体系大小的变化。为了公平地比较不同的估计量在不

同体系大小下的表现，我们将从单步耗时 Testimator 中扣除了空循环的用时 T0，即扣除

了 MCMC 采样的用时，同时又除以了单步的训练时间 Ttrain 作为基准，得到了相对开

销 RC：
RC =

Testimator − T0
Ttrain

(3.1)

我们在不同大小的氢链体系下测量了不同估计量的单步计算耗时，相对开销与体

系大小的关系如图 3.4 所示。图中清楚地展示了最简单估计量速度最快，相反采样估
计量次之，带修正的相反采样估计量更慢一些，最慢的是空间坐标扭曲估计量。同时，

最简单估计量和相反采样估计量的相对开销随着体系的增大而减小，说明它们具有比

训练神经网络更低的标度。带修正的相反采样估计量的相对开销则随着体系的增大相

对平缓，只是很有限地增大。而空间坐标扭曲估计量就很明显随着体系的增大它的相
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图 3.4 最简单估计量（蓝色方块）、相反采样估计量（绿色倒三角）、带修正的相反采样估计量
（黄色上三角）、未扭曲估计（红色方块），以及空间坐标扭曲估计量（紫色五角星）在 3 × 1 × 1、
5× 1× 1、7× 1× 1、9× 1× 1、11× 1× 1 氢链上的单步相对开销，即每步耗时 Testimator 减去空
循环（只进行 MCMC 采样而不计算力）的时间 T0，再除以训练的单步耗时 Ttrain。其中空间坐标
扭曲估计量上标注的数字表示了分的批数 nc。所有时间都是在 4 张 V100 GPU 上计算得到的。

对开销也一直在增大。对于未扭曲的估计量，从理论还是实际上计算量都是空间坐标

扭曲估计量的一半，故没有必要绘制整条曲线。需要说明的是空间坐标扭曲估计量由

于需要计算高阶导数，对显存的消耗很大，我们的显存并不允许我们一次性计算完一

整个批量的电子构型，需要分成 nc 批计算，也就是图 3.4 中在紫色五角星边上标注的
黑色数字。分多批计算会带来额外的开销，使得空间坐标扭曲估计量的相对开销增大。

另外，虽然图 3.4 中展示的批数是按指数增加的，但这是因为 nc 必须是批量大小的因

子，并不意味着显存的消耗必然是按照指数增长的。事实上，在较小的体系中，空间坐

标扭曲估计量的显存消耗大约是 O(n4) 的标度[12]。

从理论上看，在自动微分中，一个函数 f(x) 和它的梯度 ∇f(x) 具有相同的渐进
复杂度，但是如果要计算拉普拉斯算符 ∇2f(x)，则会使得渐进复杂度增加一个输入维
度的因子。在氢链上，natom = nelec = n。如果我们认为计算 DeepSolid 波函数的复杂
度是 O(n3)[3]，那么计算局部能量的复杂度就是 O(n4)。所以最简单估计量和相反采样
估计量的复杂度就会是 O(n3)，相对开销应当随着体系的增大而减小，这与图 3.4中展
示的一致；而带修正的相反采样估计量和空间坐标扭曲估计量的复杂度是 O(n4)，相
对开销会随着体系的增大基本不变，这与图 3.4 中和上文分析的一致。虽然实际上在
较小的体系上波函数 O(n3) 的计算并未占主导，可能实际的波函数计算体现出来只有
O(n2) ，但相对开销的结论却不会改变。
总的来说，虽然空间坐标扭曲估计量的计算结果很精确，但是由于显存的原因，相

对开销却随体系的增大而减小，所以对于较大的体系，空间坐标扭曲估计量的开销会
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图 3.5 （a）5 × 1 × 1 氢链不同 r 处的使用 SIN 型（红色倒三角）和 NU 型（蓝色方块）网络
距离特征的能量结果。（b）不同 r 处的 SIN 型距离特征下的空间坐标扭曲估计量（红色倒三角）、
NU 型距离特征下的空间坐标扭曲估计量（蓝色方块）和相反采样估计量的受力计算结果。标准误
差没有在图内画出，因为它太小了。

变得无法忍受。此时可以选择使用带修正的相反采样估计或者开销更低的估计量。

3.4 不同的网络距离特征

DeepSolid的默认是采用 2.9式中的 NU型距离输入特征，但我们到目前为止一直
是展示的 SIN 型特征的结果。这是因为 NU 型特征存在一些问题。我们比较了相同超
参数（表 2.1）在 5× 1× 1 氢链不同 r 处使用 SIN 型和 NU 型距离特征的能量和受力
计算结果，如图 3.5 所示。从图 3.5a 中可以很明显地发现 NU 型特征的能量结果都高
于 SIN 型特征，根据能量的变分性可知 NU 型特征训练得到的能量和波函数都比 SIN
型特征的差。这说明 NU 型特征相比于 SIN 型特征具有优化与收敛上的问题。这可以
从 g(ω) 的展开上理解。对于 gNU(ω) 而言，除了必要的 ω 的一阶项来保证 ω → 0 时

回到原本的欧式距离以外，最低的就是关于 ω 的二阶项；但对于 gSIN，除去一阶项以

外就是 ω 的三阶项。这使得如果使用 SIN 型距离特征，在氢链这个体系上，与氢链垂
直方向的像的影响得以迅速衰减，从而更加容易优化和收敛到更好的基态。

如果仅仅是能量和波函数结果差一些，也不能说 NU 型特征具有很大的问题。但
是图 3.5 显示，尽管使用 NU 型距离特征得到的能量曲线差不多就是把 SIN 型的曲
线向上进行了一个平移，使用 NU 型输入特征的空间坐标扭曲估计量的受力计算结果
却存在严重的问题，它和 SIN 型距离特征下的空间坐标扭曲估计量的结果存在巨大偏
离。这并不是由于 NU 型输入特征得到的波函数质量很差，因为使用 NU 型输入特征
的相反采样估计量的受力计算结果和 SIN 型的空间坐标扭曲估计量的结果吻合得很不
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错。主要问题还是出在空间坐标扭曲估计量所需的高阶导数上。我们计算局部能量的

时候，需要计算波函数对电子坐标的二阶导数，而计算空间坐标扭曲估计量时，需要

计算局部能量对电子坐标和原子坐标的导数，也就是需要计算波函数的三阶导数。可

是 NU 型输入特征的三阶导数在 ±π 处是不连续的，这就使得使用 NU 型输入特征计
算计算空间坐标扭曲估计量会存在严重的问题。但是相反采样估计量不需要计算波函

数的高阶导数，所以不会受到这个不连续性的影响。
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第四章 结论

本工作在周期性体系中扩展了原有的原子间受力计算方案，并实现了一些估计量。

我们在一维氢链和三维氢化锂的固体体系中进行了测试，展示了原子间受力计算的正

确性和精度，体现了使用神经网络波函数方法计算固体体系的强大能力。我们还对不

同的估计量进行了精度和单步相对开销上的比较，为受力计算提供了指导：如果追求

精度，应该使用空间坐标扭曲估计量，但要承受随着体系增大而不断增大的相对开销；

如果想要可控的相对开销，可以使用带修正的相反采样估计量；如果只是追求速度，至

少也应该使用相反采样估计量。此外我们还分析了不同的网络输入特征，指出默认的

NU 型输入特征并不适合用于计算受力，应该使用 SIN 型特征。
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